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BEVEZETES

Az irodalomban az uniform struktorak tobbféle altaldnositésaval
taldlkozhatunk; a reldtor terek 1s ilyen &ltaldnositasnak tekinthetok,
elhagyva az Osszes axiémat. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban
csak a reflexiv reldtorokra szoritkozunk; az eredmények egy része
tovabb altaldnosithaté lenne, azonban masutt a reflexivitds elhagyasa
kényelmetlenségekhez vezetne. A relatorok elméletének kidolgozdja Szaz
Arpad volt ([30], [35]). A struktira egyszeriisége ellenére meglepGen sok
eredmény bizonyithaté - az uniform, a proximalis és a topologikus jellegti
kérdések itt egységesen kezelhetdk.

A 36l lancoltsag fogalmat elészor 1883-ban Cantor hasznalta ([39,
29.0.]); az &-ldnc definialésa az Osszefliggbséggel kapcsolatban merult
fel nala. Meghatdrozasa szorosan kotsdott a tavolsag fogalmdhoz.
Altaldnosabb térben az Ssszefiiggbség ma clfogadott definicidjat Riesz
adta 1006-ban [27, 103.0.}, bar az otlet mar 1893-ban fellelhets volt
Jordan Cours d’ Analyse cimit munkéjaban. Mindkét fogalom kozvetlentl
4tvihetd uniform struktirdkra is, ahol viszonyukat tdbben vizsgaltak ([6],
(7], (7], (24}, (27])-

Az els8 fejezetben tobb beszefliggdségi fogalmat vezetiink be és
jellemzink, tovabbé bizonyos feltételek melletti ekvivalencidjukat vizsgal-
juk. A masodik fejezetben a jol léncolt reldtorok tulajdonsagait fogjuk
targyalni. A harmadik fejezet az elézb kettd eredményeit felhaszndlva a
fogalompdr viszonyat tirja fel. A negyedik és az otodik fejezetben az
4ltalanos eredményeket szemléltetjiik specialis relator terek segitségével.

A bevezetés hatralevd részében azokat az alapveté jeloléseket, fo-
galmakat ¢és tulajdonsigokat ismertetjiik felsoroldsszertien, amelyeket az
egyszerliség kedvéért az irodalomra tett kiilon utalds nélkul fogunk
alkalmazni. Természetesen az egyéb felhasznalt eredményekre a szokdsos
médon hivatkozni fogunk.

Egy reldtor tér egy X (R)=(X,R) rendezett pér, ahol X egy halmaz
és R az X-en adott reflexiv reldciok nemiires csaladja, amelyet az X-en
adott reldtornak neveziink. ' ' :

Ha (zo) és (¥a) nettek (az indexhalmaz itt csak prerendezett, nem
pedig irdnyitott), A és B az X részhalmazai és z az X (R) tér egy pontja,
akkor a kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk:

(i) (ya) € Limz(za) illetve (ya) € Adhr(z) akkor és csak akkor, ha
az ((Ya), (zo)) nett lényegében illetve gyakran benne van minden

R € R-ben; -




(i) z € limg(zy) illetve ¢ € adhr(z«) akkor és csak akkor, ha (z) €
Limfn(ia) illetve (z) € Adhr(za);

(iii) B € Clg(A4) illetve B € Intg(A) pontosan akkor, ha R(B)N A # )
minden R € R esetén illetve R(B) C A valamely R € R esetén;

(iv) = € clr(A)illetvex € intr(A) akkor és csak akkor, ha {2} € Clr(A)
illetve { z } € Intr(A).

Ha az R egy relator az X halmazon, akkor
R*={SCXxX: létezik ReR: RC S},

R#* = {SC X x X: minden 4 C X : Ktezik ReR: R(A) C S(A)}
illetve ‘

RMN={8§CXxX: mndenz € X: létezik R € R : R(z) C S(x)}

a legbhSvebb relitorok X-en gy, hogy Limg+ = Limg, Clge = Clg

letve limpga = limg vagy clrs = clp.

Az R*, R¥ illetve az R” relatort az R relétor egyenletes, proximalis
illetve topologikus kifinomitésénak nevezzitkk. Egy R reldtort az X
halmazon vagy egy X(R) reldtor teret egyenletesen, proximdlisan illetve
topologikusan finomnak nevezzik, ha R* = R, R#* = R illetive R* =R.

Egy f: X(R) — Y(S) leképezést folytonosnak nevezziik, ha f~! o
So f € R minden S € § esetén. Tovabbd az f leképezést egyenletesen,
proximalisan illetve topologikusan folytonosnak nevezzik, ha folytonos
mint az X(R*), X(R#) illetve az X(R") terct az Y (S) térbe képezd
leképezés.

Nem nehéz belatni, hogy ezek a folytonossagi tulajdonsagok mege-
gyeznek a megszokottakkal, azaz

(i) f egyenletesen folytonos akkor és csak akkor, ha az (yo) € Limg(2a)

Allitasbol kovetkezik, hogy (f(¥a)) € Lims(f(za));

(ii) f proximalisan folytonos akkor és csak akkor, ha a B € Clg(A)
4llit4sbol kovetkezik, hogy f(B) € Cls(f(4));

(iii) f topologikusan folytonos akkor és csak akkor, ha az z € limr(Za)
illetve az o € clr(A) Allitasbdl kbvetkezik, hogy f(x) € ims(f(zqa))
illetve f(z) € cls(f(A))-

Egy R reldtort az X halmazon, vagy egy X (R) relator teret

(i) egyenletesen irdnyitottnak nevezziilk, ha minden R, $ € R esetén

létezik T € R gy, hogy T C RN S;
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(ii) erdsen proximalisan iranyitottnak nevezzilk, ha minden A; C X s
R; € R esetén, aholi=1,2,...,7 létezik R € R ugy, hogy R(Ai) C

Ri(4;) (=1, 2, ..., 1)

(1il) topologikusan txfa,nzitivnak nevezzuk, ha minden z € X &s ReR

esctén lotezik S, TE€R agy, hogy T(S(z)) C R(z);

(iv) erbsen szimmetrikusnak nevezzik, ha B = R~!minden RER esetén;
(v) ténylegesen szimmetrikusnak nevezzik, ha R =TR;
(vi) proximalisan szimmetrikusnak nevezzik, ha minden A C X és ReR
esetén étezik S €R Ggy, hogy S (A) C R™Y(A);
(vii) topologikusan kompaktnak nevezzik, ha minden R € R esetén

1étezik egy A C X véges halmaz UgY; hogy R(A) = X.

Vilagoes, hogy €&y egyenletesen irényitott relator erdsen proximalisan
iranyitott 3s, de a megfordi'tés pem szikségszertien teljesiil.  Egy
egyenletesen irdnyitott relator térben a Limgr relacid lesziikithetd az
irdnyitott nettekre. Egy R relator proximélisan szimmetrikus pontosan
akkor, ha a Clr relacio szimmetrikus. Tetszoleges R reldtor esetén
?erdsen szimmetrikus” = "ténylegesen szimmetrikus’ =" proximalisan
szimmetrikus”. Egy X(R) relator tér topologikusan kompakt pontosan
akkor, ha X(R) minden interior lefedésének 1étezik veges részlefedése.

Az R relatornak az alabbi szimmetrizaciojalt fogjuk tekinteni:

RVR™ = {RLJR”1 . ReR}, ROR ™= {ROR"1 :ReR}
RVR={RU s-1. R, SeR}, RoR' = {ROS"'1 . R,SER}
Nyilvanvald, hogy RYR™! és RO R-) erbsen szimmetrikus, valamint
RVYR I ésRo R~ ténylegesen szimmetrikus.

Az X(R) tér egy A részhalmazdt

(1) proximalisan nyiltnak illetve LJ4rtnak nevezzik, ha A € Intr(A8)
iletve X \ A ¢ Clr(A)

(ii) topologikusan nyiltnak illetve zértnak nevezzilk, ha A C intr(A)
lletve clr(4) C A. |

Nyilvanvald, hogy egy proximéalisan nyilt illetve s4rt halmaz topolo-
gikusan nyilt illetve zart is, azonban megforditva ez nem sziikségszeruen
teljesil. Tovabbé egy halmaz proximélisan illetve topologikusan nyilt
pontosan akkor, ha a komplementere proximalisan illetve topologikusan
zart. A [30, 6.7.tétel] alapjén vilagos, hogy X(R) topologikusan nyilt
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halmazai egybeesnek X(R") proximalisan nyilt halmazaival.

KésszETNYILvANI’TAs

Szeretnék Loszonetet mondant témavezetomnek, dr. Szdz Arpddnek,
akinek segitsége nélkil ez a dolgozat soha el nem Lészilhetett volna.
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ABSTRACT

The scope of this dissertation is the connectedness and well-
chainedness properties of relator spaces. A relator space, introduced by
Széz in [30] and [35], is a certain kind of a generalized uniform space.
Namely, it is an ordered pair of an arbitrary set and a nonempty family of
reflexive relations given on the set. In spite of the simpleness of their
structure, surprisingly many features can be studied and problems of
uniform, proximal and topological nature may be treated in a unified way
by means of relator spaces.

A short introductory section summarizes basic notations and ter-
minology. Chapter One deals with uniform, proximal and topological
connectedness properties of relator spaces, characterizes them and
establishes their equivalences under additional restrictions. In Chapter
Two well-chained relator spaces are treated. Applying results of the
previous two, Chapter Three links connectedness and well-chainedness.
Finally, in Chapter Four and Chapter Five general results are demonstra-
ted by investigation of certain special relator spaces.
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