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ELOSZO

Ez a konyv a matematika alapképzés Algebra II nevii
targyahoz irédott, annak elméleti részét fedi le. Harmadik
féléves targy, az Algebra I kurzus folytatasa. Célja két, els6
pillantasra egymastol tavol esonek tind absztrakt tedria
targyalasa, hogy a kurzust végzo betekintést nyerjen a mod-
ern algebra vizsgalati metodikajaba. Az el6z6 mondatnak
ellentmondva megjegyezziik, hogy a két elmélet valgjaban
egymashoz igen kozeli, és az altaluk targyalt problémak
klasszikusnak tekinthetok.

A kézirat bazisat a Foéiskolankon az elmilt tiz évben
tartott eldadasaim képezik. Titulusa leginkabb oktatési
segédanyag lehet, nem mentes a strukturalis kovetkezetlen-
ségektol, nem nyujt mélyebb betekintést valamely problémaé-
ba. Ennek az az oka, hogy az egy féléves eloadas kerete
nem teszi ezt lehet6évé, fontos a tomorség, a lényegre valo
torekvés. Fogadja a Tisztelt Hallgatosag ezt a segédanyagot
ugy, mint a tanulds folyamatahoz nyujtott segitséget.

A szerzo.
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I. FEJEZET CSOPORTELMELET

1. A csoport fogalma

A csoportfogalom kialakulasa harom teriileten kezd6dott.
Az els6 a geometria, a transzformaciécsoportok vizsgalata.
Mar MOBIUS kezdte tigy osztdlyozni a geometridkat, hogy
mely transzformacidcsoportra invarians tulajdonsagokat
vizsgal. Példaul, az euklideszi geometria esetén ez a csoport
az izometridk (egybevagdsagi transzformécidk) csoportja.
Vizsgaljuk mag ezen (sikbeli) transzforméciok kozil a
négyzet szimmetridit, pontosabban azokat az egybevagdsagi
transzformaciékat, amelyek az ABC' D négyzetet onmagaba
viszik at. Legyenek az oldalfelez6 pontok FE, F,G és H. Jol
ismert a linearis transzformaciék matrix eldallitdsa, azaz
azonositsuk a transzformaciokat bazis rogzitése utan a mat-

rixukkal. A bazist alkossdk az i = AB és j = ﬁ vek-
torok. Jol ismert, hogy a négyzetnek nyolc szimmetridja
van: négy elforgatas, a 0, 90, 180, 270 fokosak, és a négy
szimmetriatengelyére vonatkozo tiikkrozés. A 0 fokos elfor-
gatas az 1-gyel jelolt identikus transzformécio, matrixa a
2% 2-es egységmatrix. Jelolje a a 90 fokos elforgatast. Ekkor

-1 ) . A 180 fokos

a(i) = j ésa(j) = —i, azaz a matrix <1 0
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elforgatds a?, matrixa az

om0 V)0 )= (0 )

skalaris matrix. Valdban, a kozéppontos tiikrozés mindkét
béazisvektort az ellentettjébe viszi.
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A 270 fokos elforgatés a®, matrixa

s (341 0)-(% )

Valdban, ez az elforgatas az ¢ vektort a —j vektorba, a j vek-

tort a ¢ vektorba viszi. Legyen b az szimmetriatengelyre
torténd titkrozés. Ekkor b(i) = —i és b(j) = j, azaz a matrix
-1 0 : :
( 0 1 ) A % szimmetriatengelyre torténo titkrozés az
t vektort a —j vektorba, a j vektort a —¢ vektorba viszi,

azaz a matrix (_01 _01 > Vegyiik észre, hogy

o=(1 5) (0 1) -5 )
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éppen ez a matrix. Az ﬁ szimmetriatengelyre torténo
tukrozés az i vektort onmagaba, a j vektort a —j vek-

0 _01 . Vegyiik észre, hogy
ez éppen a b matrix ellentettje, és mivel az a* matrix éppen
a skaldris —1 matrix, ennek a tiikrozésnek a matrixa a?b.

torba viszi, azaz a matrix (

2

Az 1@ szimmetriatengelyre torténd tikrozés az i vektort
a j vektorba, a j vektort a ¢ vektorba viszi, azaz a matrix

(? (1)> Vegyiik észre, hogy ez éppen a ab matrix ellen-

tettje, és mivel az a® matrix éppen a skaldris —1 matrix,
ennek a tiikrézésnek a matrixa a®b. Megkaptuk a négyzet
szimmetridit: ezek 1,a,a?, a3, b,ab,a?b és a3b. Nyilvin
a fluggvényszorzas (illetve a matrixszorzas) asszociativ,
az identikus transzformécié szimmetria, a négyzet szim-
metridinak szorzata és inverze is a négyzet szimmetriaja.

Most mar a csoport barmely két elemét Ossze tudjuk
SZOT0ZNi. Szokasos megadni a miivelettablazatot, az
ugynevezett CAYLEY-tablazatot.

1 a a*> a® b ab d*b a3b

1 1 a a>  a? b ab a*b a’b
a a a? a3 1 ab a’b a®b b
a?  a? a’ 1 a a’*b a®b b ab

a®  a® 1 a a®> a3b b ab a%b
b b a®b a’b ab 1 a®  a? a
ab ab b a’b a’b a 1 a®  a?
a’b a®*b ab b @b d® o« 1 a?
alb a3b a’b ab b a® d® o« 1



